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РАСЧЕТ И ОПТИМИЗАЦИЯ НЕЛИНЕЙНО-УПРУГИХ ИЗГИБАЕМЫХ 
СИСТЕМ С ИСПОЛЬЗОВАНИЕМ СТЕРЖНЕВОЙ АППРОКСИМАЦИИ 
 
Расчет и оптимизация изгибаемых физически нелинейных 
стержневых систем, даже при использовании упрощающих 
гипотез, по многим причинам представляют собой сложную 
задачу. В настоящей работе исследуются модели нелинейно 
упругих систем, которые могут использоваться в качестве 
образов прикладных инженерных конструкций и систем при 
их первичном нагружении. 
Экспериментальные диаграммы деформирования мате-
риалов можно, как известно, аппроксимировать аналитиче-
скими выражениями. Если, согласно гипотезе плоских сече-
ний, удлинение волокна, отстоящего на расстоянии z от ней-
трального слоя, равно z×= ke , где rk /1=  — кривизна оси 
стержня, то при известной зависимости ( )es f=  оказывается 
определенным и закон изменения напряжений по высоте се-
чения  элемента ( )zf ×= ks . Между кривизной оси элемента 
и изгибающим моментом существует взаимосвязь. Поэтому 
для статически  определимых систем задача определения на-
пряжений в сечении оказывается разрешимой: по известным 
значениям М  из выражения ( )kh=M  находится k , а затем 
вычисляются напряжения в сечении. Перемещения характер-
ных сечений или, при необходимости, уравнение изогнутой 
оси также могут быть определены. Проблема расчета стати-
чески неопределимых изгибаемых нелинейно упругих стерж-
невых  систем ”завязывается” на необходимости одновремен-
ного учета в ходе вычислительного процесса  нелинейности 
распределения напряжений по высоте сечения элемента и 
сложного, иногда явно не описываемого, закона изменения 
кривизны оси стержня. Между изгибающим моментом в се-
чении и кривизной k  существует нелинейная связь. Для та-
ких систем не применим принцип суперпозиции. При попыт-
ке использования линеаризованной схемы расчета посредст-
вом последовательных догружений оказывается неясным 
вопрос о выборе сечения, по которому следует определять 
жесткостные характеристики и, к тому же, нет оснований 
распространять этот показатель на всю длину стержня. Ото-
ждествление жесткостных характеристик стержня по некото-
рой определяющей, например, для более напряженного сече-
ния, приведет к непредсказуемому отклонению конечного 
результата от истинного показателя. Отсюда возникают и 
неясности в раскрытии статической неопределимости в клас-
сическом понимании этого вопроса. 
В связи с этим представляется целесообразным рассмат-
ривать изгибаемый элемент как сложный и моделировать его 
работу под нагрузкой связями первого вида, т. е. стержнями, в 
которых возникает только один вид усилия - продольная сила. 
Сочетание (комбинация) усилий в этих связях при удачном их 
расположении позволило бы определить в поперечном сече-
нии элемента изгибающий момент, поперечную и продоль-
ную силы. Соответствующей конструкцией, заменяющей 
(моделирующей) изгибаемый элемент, является ферма. По 
усилиям в стержнях ферм можно судить о работе моделируе-
мого, например, балочного элемента. Задача, таким образом, 
сводится к поиску расчетной схемы, эквивалентной в отно-
шении распределения усилий и перемещений (энергетическая 
сторона вопроса) балке. После решения этой задачи необхо-
димо разработать методику оптимального проектирования 
шарнирно-стержневой системы, материал которой подчиня-
ется тому же закону физической нелинейности, что и для 
заданной системы, и установить соответствие оптимальных 
проектов заданной и заменяющей систем. 
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перекрестной решеткой. Рассмотрим некоторые схемы кон-
сольных балок (рис. 1), материал которых обладает одинако-
вым законом физической нелинейности, и установим необхо-
димые для дальнейших рассуждений соотношения. 
Степенной закон Г. Б. Бюльфингера записывается в виде: 
kC es ×=  , 
где С – константа, имеющая размерность напряжений; k – 
показатель степени,  0 <  k  <1. 
В дальнейшем рассматривается симметричная (относи-
тельно растяжения-сжатия) зависимость es -  . 
Для балки, испытывающей изгиб, кривизна оси в геомет-















где ò ×= ++
A
1k
1k dAzI  – момент инерции (к+1)-го порядка. 
Для фермы, моделирующей работу балки в условиях чис-
того изгиба, стержни решетки являются неработающими. 























где N1 – усилие в поясном стержне фермы; A1 – площадь се-
чения поясного стержня; hf  – высота фермы. 


















Требования о совпадении кривизны балки и фермы вле-
чет, естественно, равенство   (приближенное) и перемещений 
и имеет, таким образом, энергетическую основу. При исполь-




2A ×= . 
В случае поперечного изгиба работу соответствующей 
моделирующей расчетной схемы фермы необходимо оцени-
вать с учетом усилий в стержнях решетки. Пусть напряжения 
в стержнях решетки  s2 и напряжения в стержнях поясов  s1  
фермы в пределах одной панели связаны соотношением 
12 sgs ×= . Коэффициент g устанавливается в ходе вычис-
лений, при этом g < 1. Напряжения в стойках фермы s2 << s1. 
Горизонтальная проекция на поясные стержни усилий одного 
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При g = 0 получим зависимости для A1 в случае чистого 
изгиба. 
При использовании зависимости s – e   в виде кубической 
параболы 
3HE ees ×-×=   


















Здесь epp – деформация, соответствующая пределу проч-
ности материала spp. 
Уравнение моментов относительно горизонтальной оси 








При известном значении M это кубическое уравнение раз-
решимо относительно r, причем, учитывая физический смысл 
задачи, оно имеет один действительный корень. Для опреде-
ления fhNM ×=  можно воспользоваться в стартовой ситуа-










Для балки, имеющей сечение в виде идеального двутавра, 































где Ap – площадь полки; hB – высота балки; s1 – напряжение в 
поясном стержне фермы. 
В оптимизационной задаче в начале итерации следует ка-
ждый раз определять новое значение A1. При известном зна-



















Выражения для определения A1, в определенной мере 
приближенное, можно получить и для других типов сечения 
балок и законов физической нелинейности. 
В таблицах 1, 2  приведены сравнительные результаты 
расчетов простых балок  и ферм в нелинейной и линейной 
постановках  задач. 
Для балок прямоугольного сечения из условий ортотро-
пии распределения материала в расчетной схеме площадь 
сечения поясов и ферм принималась равной A1, площадь се-
чения раскосов — 2/AA 12 = . Начальное значение модуля 
упругости при использовании зависимости s – e  по Бюль-
фингеру принималось равным 1020 (истинное стремится к 
бесконечности). 
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Представляется интересной как с научной, так и с практи-
ческой точек  зрения идея использования нелинейно дефор-
мируемых  пространственных шарнирно-стержневых систем 
для моделирования оснований конструкций, зданий и соору-
жений. Характеристики деформируемого пространства могут 
быть заданы любым физическим законом, достаточно хорошо 
аппроксимирующим механические характеристики грунта. 
По наперед заданным группам стержней (допустима любая 
пространственная ориентация) возможно принятие законов с 
различным математическим описанием, в т. ч. законов, опи-
сывающих текучесть материала. Для реализации этого подхо-
да необходимо проработать вопросы моделирования характе-
ристик сплошной среды посредством пространственной 
стержневой модели. Приемлема при задании этих законов не 
только функциональная запись их, в том числе с временным 
параметром, но и представление списочным набором прочно-
стных и деформационных характеристик грунта. Результаты 
расчета системы «основание – конструкция (здание)» при 
таком подходе способствовали бы решению вопросов досто-
верности и надежности расчетов. 
Ранее отмечалось, что изгибающий момент в сечении бал-
ки и кривизна ее оси взаимосвязаны. Действительно, если 
используется закон ( )kzC ××= ks , то можно показать, что 
положение равнодействующей напряжений ås  на сжатой 
(или растянутой) части поперечного сечения в виде, напри-











































































Можно показать, что напряжение s в крайнем волокне 

















Аналогичными рассуждениями можно получить зависи-
мости k-M  и для других типов сечений и законов s – e. 
В общем случае при неизменности размеров по длине 
элемента положение центра тяжести равнодействующей на-
пряжений по высоте сечения меняется. Например, для прямо-

















Записанные выражения для A1, изгибающих моментов и 
напряжений применимы для изгибаемых статически опреде-
лимых и неопределимых систем. Подобные рассуждения с 
целью получения зависимостей для A1, M и s можно провести 
и для сжато (растянуто)-изогнутых элементов, которыми яв-
ляются стержни рам. 
Разработка методики оптимального проектирования не-
линейных шарнирно-стержневых систем имеет самостоятель-
ное значение, так как, в конечном итоге, способствует созда-
нию экономичных и надежных систем, и, с другой стороны, 
позволяет найти решение проблемы расчета и оптимизации 
статически неопределимых нелинейно упругих изгибаемых 
систем. Степень кинематической неопределимости шарнир-
но-стержневых систем, как правило, больше степени статиче-
ской неопределимости, поэтому с целью уменьшения размер-
ности задачи более приемлемым для их оптимизации является 
использование в качестве  переменных состояния усилий в 
стержнях ферм. Расчет и оптимизация нелинейно упругих 
шарнирно-стержневых систем при действии однопараметри-
ческой нагрузки могут быть произведены с помощью метода 
последовательных догружений на основе соответствующей 
теории для линейных систем. Общий алгоритм оптимизации 
базируется на методе локальных линеаризованных областей. 
Статический расчет системы выполняется в форме метода 
сил. Нелинейная зависимость s – e принимается известной. 
Таблица 1 
Нелинейный вариант расчета: 5.0510 es ×=  Расчетная 
cхема Площадь сечения, м2 Вертикальное перемещение точки B, м Напряжение в стержнях фермы, кH/м
2 
Рис. 1,а 0.2¸0.5 0,405 maxs = 15000 (e = 2.25×10–2) 
Рис. 1,б А1 = 4.3033×10–2; А2 = 2.043×10–2 0,395 s1–3 = s2–4 = 0.116×105; s1–4 = s2–3 = –0.8×10–5 
Рис. 1,в А1 = 5.657×10–2; А2 = 4.0×10–2 0,395 s1–3 = s2–4 = 0.106×105; s1–4 = s2–3 = –0.12×10–3 
Рис. 1,г 0.2¸0.5 0,2025 maxs = 15000 (e = 2.25×10–2) 
Рис. 1,д А1 = 4.0984×10–2; А2 = 2.898×10–2 0,217 s1–3 = s2–4 = 0.116×105; s1–4 = s2–3 = 0.122×104 
Рис. 1,е А1 = 5.387×10–2; А2 = 3.81×10–2 0,217 s1–3 = s2–4 = 0.107×105; s1–4 = s2–3 = 0.928×103 
Таблица 2 
Линейный вариант расчета: es ×= 610  
Расчетная 
схема Площадь сечения, 
м2 
Вертикальное перемещение 
точке B, м 
Напряжение 
в стержнях фермы 
кH/м2 
Рис. 1,а 0.2¸0.5 0,324 18000 
Рис. 1,б А1 = 4.63×10–2; А2 = 3.273×10–2 0,324 s1–3 = s2–4 = 0.108×105; s1–4 = s2–3 = –0.79×10–10 
Рис. 1,в А1 = 6.667×10–2; А2 = 4.714×10–2 0,324 s1–3 = s2–4 = 0.9×104; s1–4 = s2–3 = –0.303×10–3 
Рис. 1,г 0.2¸0.5 0,216 18000 
Рис. 1,д А1 = 4.409×10–2; А2 = 3.118×10–2 0,233 s1–3 = s2–4 = 0.108×105; s1–4 = s2–3 = 0.113×104 
Рис. 1,е А1 = 6.349×10–2; А2 = 4.49×10–2 0,231 s1–3 = s2–4 = 0.906×104; s1–4 = s2–3 = 0.787×103 
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Основные вычислительные операции проводятся в следую-
щей последовательности: 
1. Формирование исходных матриц для заданной системы. 
1.1. Формирование матрицы равновесия системы A. 
1.2. Членение матрицы A на подматрицы A0 и Ax (выбор 
основной системы). Проверка условия 0Adet 0 ¹ . 
1.3. Формирование вектора нагрузки F. 








2. Описание зависимости s – e для каждого элемента сис-
темы. 
3. Формирование матриц податливости B0 и Bx. Началь-
ные значения переменных проектирования принимаются от-
носительно произвольно, с достаточным запасом для удовле-
творения ограничений оптимизационной задачи.  
4. Статический расчет физически нелинейной системы. 
Решение выполняется методом последовательных догруже-
ний. Система линейных алгебраических уравнений записыва-









 – вектор грузовых (свободных) 
членов, соответствующий приращению параметра нагрузки  






Результатом расчета являются значения N, s и e для каж-
дого стержня системы. 
5. Определение предельных интервалов изменения пере-
менных проектирования [A] за один шаг оптимизации. 
6. Формирование ограничений задачи для идеализирован-
ной системы.  
7. Определение компонентов вектора запасов yD  по ка-
ждому ограничению задачи. 
8. Формирование матриц 
x¶





9. Формирование матрицы коэффициентов чувствитель-
ности. 
10. Решение задачи линейного программирования и опре-
деление по всем загружениям вектора приращений перемен-
ных проектирования AD  в локальной области гиперпро-
странства. 
11. Проверка условий окончания итерационного процесса. 
12. Вычисление новых значений переменных проектиро-
вания  и переход к п. 3. 
Математическая модель задачи оптимизации построена на 
коэффициентах чувствительности ограничительных функций 
с использованием метода сил. Алгоритм решения задачи яв-
ляется итерационным. На каждом шаге в качестве вложенной 
процедуры выполнялось решение подзадачи статического 
расчета нелинейной системы при ступенчато нарастающей до 
конечного значения нагрузке. 
Для расчетной схемы рамы (рис. 2) заменяющая система в 
виде фермы показана на рис. 3. Зависимость s – e как для 
материала рамы, так и для материала фермы принята в виде 
5.0510 es ×= . Переход от заданной расчетной схемы к заме-
няющей предусмотрен в компьютерной программе вычисле-
ний. Число панелей эквивалентной фермы на участие одного 
стержня рамы влияет, естественно, на точность вычислений и, 
в то же время, при увеличении их числа существенно возрас-
тает размерность задачи. Высота фермы и длина панели обра-
зуют квадратную ячейку. Узловые сопряжения стержней ра-
мы моделировались введением абсолютно жестких стержней 
19-20, 19-21, 20-21 в узле B и 45-46, 44-46, 44-45 в узле C. В 
численных расчетах для этих стержней принималась линей-
ная схема работы материала с модулем упругости E = 1020 
кН/м2. С помощью этих стержней можно моделировать и 
нелинейно упругую податливость узловых соединений, при 











= , что позволяет с извест-
ным приближением моделировать и текучесть материала: при 
Tss ®  наблюдается ¥®e  (c1 = E – начальный модуль 
упругости материала; ( )2PP2 /Ec s= ). Нагрузка на систему 
принималась однопараметрической. Конечное значение ее  
показано на рис. 3. 
Начальное состояние заменяющей системы определялось 
следующими данными. Высота hf вертикальных ферм приня-
та равной 0,61 м, горизонтальной – 0,95 м. Площади сечений 
поясных стержней ферм и перпендикулярных к ним прини-
мались равными (по вертикальным фермам – A1B, по горизон-
тальным – A1Г), площади сечений раскосов по каждой из 
ферм определялись соотношением 2/AA 12 = . Принятые 
начальные значения A1B = 0,088 м2, A1Г = 0,154 м2 соответст-
вуют изгибаемым элементам, имеющим прямоугольные сече-
ния 0,29´0,58 м2 и 0,65´1,31 м2. Расчетное сопротивление 
материала принято равным 11500 кH/м2. Необходимо было 
найти оптимальный проект, в котором обе стойки имеют оди-
наковые характеристики. Показатель качества — объем кон-
струкционного материала на изготовление системы.  
Если в ходе вычислительного процесса hB и hf не меняют-
ся, то по известному расчетному напряжению в сечении бал-
ки можно установить расчетное напряжение в стержнях фер-
мы, которое и используется в расчете как заданное. 
В оптимизационной задаче на очередной итерации каж-
дому новому значению площадей сечений стержней фермы 
соответствует новая площадь сечения изгибаемого элемента, 
которая определяется по выражению для A1, а напряжениям 
s1 – напряжения в крайнем волокне сечения балки. 
Для построения по оптимальному плану фермы опти-
мального плана нелинейно упругой изгибаемой системы сле-
дует воспользоваться соотношениями между геометрически-
ми характеристиками сечений стержней рамы и фермы, а 
также соответствующими им соотношениями между напря-
жениями в наиболее напряженном стержне пояса фермы и в 
сечении стержня рамы. 
Результаты оптимизационного расчета шарнирно-
стержневой системы можно оценить следующими показате-
лями. Объем материала системы в начале итерационного про-
цесса составлял 13,039 м3, на оптимальном плане -2,112 м3. 
Для выработки направления движения привлекались ограни-
чения на s по всем стержням, а выбор приращения компонент 
вектора целевой функции определялся по наиболее напря 
A                                                          D
12.0 м
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Нелинейный вариант расчета: s = 105×e0.5 
Перемещения узлов Номера 
стержней 
Площадь сечения, м2 Напряжение в стерж-




30–32 0.242×10–1 –0.7618×104 30 0.3826×10–1 –0.1403 
31–33 0.242×10–1 –0.7338×104 31 0.282×10–1 –0.1403 
31–32 0.171×10–1 –0.1155×104 32 0.3288×10–1 –0.1453 
30–33 0.171×10–1 –0.6590×103 33 0.3319×10–1 –0.1453 
46–48 0.141×10–1 –0.1131×105 45 0.45×10–1 –0.8868×10–3 
47–45 0.141×10–1 0.8397×104 46 0.45×10–1 –0.1803×10–1 
46–47 0.994×10–2 –0.4947×103 47 0.5504×10–1 –0.5081×10–2 
48–45 0.994×10–2 –0.8565×103 48 0.5462×10–1 –0.1042×10–1 
Таблица 4 
Нелинейный вариант расчета: s = 0.7×108×e – 3.65×109×e3 
Перемещения узлов Номера 





43–46 0.400×10–4 –0.362×107 32 0.264×10–1 –0.709 
42–44 0.400×10–4 0.291×107 33 0.273×10–1 –0.801 
42–46 0.28×10–4 –0.173×107 34 –0.148×10–1 –0.760 
43–44 0.28×10–4 0.118×107 35 0.551×10–1 –0.761 
45–47 0.871×10–3 0.250×106 45 –0.17×10–2 0.37×10–2 
46–48 0.871×10–3 –0.329×106 46 –0.17×10–2 –0.101×10–1 
45–48 0.615×10–3 0.343×105 47 0.879×10–2 0.157×10–2 
46–47 0.615×10–3 –0.664×105 48 0.866×10–2 –0.722×10–2 
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женным стержням, что позволяло сохранять на каждой ите-
рации равными площади сечений поясных стержней ферм. 
Здесь не представляется возможным показать расширенный 
текст, характеризующий напряженно-деформированное со-
стояние исследуемой системы. Выборочные характеристики 
оптимального проекта для s = 105×e0.5 приведены в табл. 3. В 
ней записаны значения s в наиболее напряженных стержнях 
фермы по вертикальным и горизонтальному блокам, а также в 
стержнях, принадлежащих тем панелям, к которым относятся 
наиболее напряженные стержни, и характерные перемещения  
узлов по каждому блоку. В таблице записаны значения пара-
метров для задачи, в которой лишь ограничения на прочность 
элементов и на минимальные значения площадей сечений (в 
расчете они принимались равными 0.4×10–4 м2). Соответст-
вующие размеры прямоугольных сечений элементов рамы 
будут такими: по вертикальным стержням – 0,0854×0,17 м2, 
по горизонтальному стержню – 0,19×0,38 м2. Эти размеры 
определялись для прямоугольного сечения как однопарамет-
рического (отношение h/b равно заданному). При учете, кро-
ме того, и ограничений по жесткости, площади сечений 
стержней для оптимального проекта получаются увеличен-
ными. Например, если ограничить вертикальное перемещение 
33-го узла значением 0,2 м, то получим A1B = 0,0141 м2, A1Г = 
0,0242 м2, объем материала равен 2,112 м3. 
Для исследуемой расчетной схемы (рис. 3) выполнен по-
иск оптимального проекта при условии, что s = 0.7×108×e – 
3.65×109×e3, R = 3.63×106 кH/м2. Для задачи с ограничениями 
только на напряжения и на минимальные значения перемен-
ных проектирования (min A1 = 0.4×10–4 м2) выборочные ре-
зультаты представлены в табл. 4. 
Особенность поиска оптимального проекта состояла в том, 
что матрица
A¶
¶h  преобразовывалась к виду, соответствую-
щему двум переменным проектирования (одна из них опреде-
ляла компоненту A1B, другая – A1Г), в результате чего сокра-
тилась ее размерность (33×2) и, естественно, возросла ско-
рость вычислений. На рис. 4 показан график хода итерацион-
ного процесса (V – объем материала, N – количество итера-
ций). Коэффициент a, определяющий длину шага и являю-
щийся множителем для вектора запасов yD  по напряжениям 





¶yyD . Соответствующие размеры сече-
ний элементов рамы в виде идеальных двутавров по горизон-
тальному стержню оказались следующими: при высоте балки 
h = 0.38 м площадь сечения полки Ap равна 1.021×10–4 м
2 . 
Вертикальные стержни при высоте сечения идеального дву-
тавра равной 0.17 м имеют Ap = 5.06×10–4 м2. Для задачи с 
ограничениями и на перемещения узлов (например, для вари-
анта с максимальным вертикальным перемещением для 33 
узла равным 0,2 м) можно получить проект фермы с размера-
ми A1B = 0,00097 м2, A1Г = 0,000097 м2, объем материала ра-
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ОЦЕНКА ЭФФЕКТИВНОСТИ ПРИМЕНЕНИЯ НАПРЯГАЮЩЕГО БЕТОНА  
В СБОРНО-МОНОЛИТНЫХ ЖЕЛЕЗОБЕТОННЫХ КОНСТРУКЦИЯХ 
 
В существующей отечественной и зарубежной строитель-
ной практике значительное распространение получили раз-
личные виды сборно-монолитных железобетонных конструк-
ций, что обусловлено объединением в одном конструктивном 
решении положительных свойств монолитного и сборного 
железобетона. Среди преимуществ сборно-монолитных кон-
струкций следует особо выделить технологичность возведе-
ния, снижение трудоёмкости строительства, уменьшение на 
30..40 % количества арматурных работ, снижение себестои-
мости и энергоёмкости возведения, значительное сокращение 
объёмов опалубочных работ. 
Представленные в работах [1, 2, 3] результаты исследова-
ний свидетельствуют об экономической целесообразности 
применения сборно-монолитных железобетонных конструк-
ций для устройства перекрытий реконструируемых зданий, 
возведении сборно-монолитных каркасов для зданий различ-
ного назначения, многоэтажных гаражей-стоянок. 
Однако опыт эксплуатации сборно-монолитных железо-
бетонных конструкций показывает, что в течении срока экс-
плуатации они в большей степени, чем сборные, подвержены 
влиянию неблагоприятных эффектов, вызываемых длитель-
ными процессами (усадки и ползучести), что выражается в 
снижении трещиностойкости нормальных сечений и возрас-
тании прогибов. Отмечено, что длительные процессы, оказы-
вая менее значительное влияние на прочность составной кон-
струкции, могут существенно снизить её эксплуатационные 
характеристики и долговечность. Один из путей ликвидации 
этого недостатка – применение в качестве бетона монолитной 
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